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自 1951年，Fast 引入了统计收敛的定义之后，统计收敛得到 Connor，Fridy, 





























After the study in more than half a century, especially after 1900s, dozens of 
statistical convergence has covered an extensive theoretical system since H.Fast has 
introduced its definition so the question of establishing measure theory for statistical 
convergence has been moving closer to center stage. Since a kind of reasonable theory 
is not only for unifying various kinds of statistical convergences, but also a bridge 
linking the study of statistical convergence across measure theory、integration theory、
probability and statistics. Recently, those people such as Cheng Lixin etc. have 
established measure theory of statistical convergence， but there is still much work 
left to do. 
  The main purpose of this paper is to use statistical measure to scale statistical 
convergence， *s convergence, statistical limit points and statistical cluster points. As 
a result, we prove that 
*s convergence is equivalent to convergence almost 
everywhere and use statistical measure to scale the characteristic of statistical limit 
points and statistical cluster points 
Keywords: statistical convergence, statistical measure， *s convergence, statistical 
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自 1951 年，Fast  1 引入了统计收敛的定义之后，统计收敛得到 Conner  102 , 
Fridy，Miller 和 Orhan  2011 以及许多其他数学家的深入研究。自从 20 世纪 90
年代统计收敛就已经成为人们研究的热点问题，它曾出现在许多的研究领域。统
计收敛最初的定义是针对于自然数集中的点列。经过半个多世纪的发展，统计收
敛的概念已经被引入到了度量空间以及一般的拓扑空间中。近年来程立新  21 等
建立了统计收敛的测度理论，这在理论上使得统计收敛理论得到了统一。 
    拓扑空间中的统计收敛已经由Giuseppe Di 1,aMaio  22 等人给出了定义，并且
相对于拓扑空间中的聚点，极限点给出了统计聚点以及统计极限点的概念。在这
篇文章中我们将给出拓扑空间中统计收敛，统计聚点以及统计极限点的测度表示 
    首先我们将回顾一下,Banach空间中的统计收敛，经典统计测度以及其表示
定理，以及Banach空间的统计收敛的测度表示。 
自 然 数 集  中 的 任 意 集 合 A ， A 表 示 A 的 基 数 ，
 ...2,1}:{  nnkAkAn . 








其中    .,: nkxxNkA kn    
在本文中，我们用字母表示自然数集， 2 表示自然数集的所有子集生成
的  代数。对于一个集合  2 ， A 表示 A的特征函数，即，若   1,  xAx A ；
若   0,\  xAx A . 
N2: N}1,0{ ，定义为 





ix  . 


















      (ⅰ)     ;1,0    
      (ⅱ)      BABA   对任意的 A，B  2 且  BA . 
定义 1.2  为自然数集上的有限可加概率测度，称 为经典统计测度若其满









n  lim)( . 
记Κ 为上全体经典统计测度组成的集合。 
定义 1.3 假设 f 为定义在空间 X 上的连续凸函数，则 f 在 Xx 点的次微分映射
定义为 
               yxxfyxfXxxf ,:{ ***  对任意的 Xy }. 
如下结果是经典的  23 . 
性质 1.4 假设 f 为定义在 Banach 空间 X 上的连续凸函数，则 f 的次微分映射 f
为非空 *w 紧凸集，且在 X中每一点处都为 *w 上半连续. 
在介绍К 的表示定理之前，先定义一个半范数 . 












记 )(epDP    其中 ,......)1,1{e . 
定理 1.5 К 为  上全体经典统计测度组成的集合， N2: N}1,0{ 其中

 1))(()( iA iA   则 
                  = pD   epxx  ** :  
其中可记 )(A 为 Ax . 
定理 1.6 Banach空间 X 中的序列 }{ kx 称为统计收敛到 Xx 当且仅当对任意的



































第二章 拓扑空间中统计收敛以及 *s 收敛的测度表示 
2.1 拓扑空间中统计收敛以及 *s 收敛 
拓扑空间中的统计收敛是对统计收敛概念的推广，由Giuseppe Di 1,aMaio  21  
等人给出推广的。下面我们先介绍下这两个概念的定义。 
且NA  Nn ，令    nkAknA  :  则有 







inflim))(   







suplim   
分别称为 A的上渐近密度与下渐近密度.特别的若    AA   ，则有 









由定义易知这三个密度若都存在则一定介于  1,0 之间且对 A ，若其的
渐近密度存在，则一定成立    AA   1\ . 









到 x ，若其满足条件对 x的任一邻域 U有   0}:{ Uxn n . 





通常意义下收敛到 x 。但是在一般的拓扑空间中这个等价条件不一定成立. 
由这个结论我们得到启示，从而定义出一种新的收敛。 










存在 NA 满足条件   1A 使得下面这个等式成立 

























统计收敛到 x . 













统计收敛到 x . 




*s 收敛到 x ，则存在 NA 满足条件   1A 使得下
面这个等式成立 
            xxmAmm  ,lim . 
由此对 x 的任一邻域 U，A 中至多只有有限项不在 U 中，记这有限项为
 knnn ..., 2,1 ，由此 
     ANnnnUxNn kn \...: 2,1  . 
又因为 
   0..., 21 knnn 以及      01\  AAN  ， 
所以得 
  0}:{  UxNn n .由此得证   Nnnx  统计收敛到 x . 
下面我们介绍几个简单性质 
性质 1 若 X 为Hausdoff 空间，则 X 中统计收敛的点列的极限具有唯一性. 
证明 由拓扑空间中统计收敛的定义，以及Hausdoff 空间的特征显然易证
明此结论. 


















意义下收敛到 x . 































统计收敛到 x . 
下面我们举例来说明在拓扑空间中，统计收敛并不一定在通常意义下收敛. 




,使得 ,1nx 若 n为素数； ,0nx n为其他.显然   Nnnx 











定义 2.1.3 自然数集中的集合 A，我们称 A在中统计稠密，若其满足
条件其渐近密度存在且有   1A . 

















的子标集在自然数集中稠密，即满足   1}:{ Nknk . 
































统计发散，则对每一个 Xp ，都能找到 p 的一个
邻域V ,使    .0:  Vxk
kn















*s 收敛到 x ，则一定能找到它的一个子列在通常定义下
收敛到 x . 
















2.2 统计收敛以及 *s 收敛的测度表示 
我们首先在有界数列空间 l 上定义凹函数 s如下：  











   ，  lx 。 
 
引理 1.2.2  假设  为N 上经典统计测度，则对任意的 NA 2  有 
                         AA xpAxs   . 
证明 显然成立    AxpA  。只需证明    AxsA   





































































        ANA xpxs \  
 由以上两式得 
           AnA xpxsANA \1\   
再由    AxpA  得，    AxsA  . 
引理 2.2.2  假设 NA 2 满足 















则存在两个统计测度 和 ，使得   aA  和   bA  . 










































































 12 suplim . 
显然易得    epep  1 以及    epep  2 ，任取  Nii xpx 
*   2,1i ，接
下来给出两个新的统计测度 1 及 2 的定义，对任意的
NB 2 有 
                          Bii xxB ,
*  
因为   axp A 1 和   bxp A 2 ，所以 
                          aA 1  
再由引理 1.2.2 即可得证  
    aA 1  ， 
同理可得证   bA 2 .令 ,, 21   即可得证所要证明的结论. 
引理 3.2.2      Axs A  min  和    Axp A   max . 
证明  由引理 1.2.2 与引理 2.2.2 结论显然成立. 
接下来我们将给出拓扑空间中统计收敛以及 *s 收敛的统计测度意义下的
表示形式. 
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